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Résumé. Nous définissondes classes polaires associées a une distribution holomorphe
singuliere de sous-espaces tangents d’une variété projective lisse. Nous prouvons que
ces classes polaires peuvent étre calculées en fonction des classes de Chern-Mather du
faisceau tangent de la distribution et réciproquement. Nous utilisons leurs degrés pour
borner les degrés de certaines classes polaires associés a une variété invariante.
Mots-clés: Feuilletages holomorphes, classes polaires, cycles de Schubert, classes de
Chern, variétés invariantes.

Abstract. We define polar classes associated to a singular holomorphic distribution
of tangent subspaces of a projective manifold. We prove that these polar classes can be
calculated in terms of the Chern-Mather classes of the tangent sheaf of the distribution
and reciprocally. We use their degrees to establish a bound for the degrees of some polar
classes associated to an invariant variety.

Keywords: holomorphic foliations, polar classes, Schubert cycles, Chern classes, in-
variant varieties.
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1 Introduction

Soit M C P" une \ariété analytique complexe, éventuellement singuliére, de
dimensionm. On note SingM) son ensemble singulier. Soit

D:LnClp1C--CLjC---L1CLo=P" (%)

un drapeauwle sous-espaces linéairesitfe ot codimL; = j. Dansce travail,
“dim” et “codim” se rapportent, respéctivement, aux dimensions et codimensions
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30 ROGERIO S. MOL

complexes. En chaque point lissee M, I'espace tangent complexeM est
bien défini et correspond a un sous-espace linéaire de dimemsiP". On
I'appelle espaceangent projectifa M enx, et on le notél,’ M. L'ensemble

P« = Adh{x € M\ SingM); dim(T M N Ly_k2) > k — 1},

ou I'adhérenceddh est prise danM, s’appelle le&k-iemelieu polairede M par
rapport au drapea® (voir [LT] et [Pi]). On remarque que le lieu polaire est la
clotlre de I'ensemble des points ou le plan de codimensierk + 2 du drapeau
et la variétéM ne son pas transverses.

R. Piene [Pi] a démontré que, bi,_k,2 est sufisamment générique dans
la grassmannienne des— (m — k + 2)-plans deP", alors P, est unevariété
analytique de codimensidndont la classe dans le groupe de Chaw (M)
est biendéfinie. Cette classe, notéE], s'appellela k-iemeclasse polairede
M. R. Piene a aussi prouvé la formule de Todd, qui relie les classes polaires et
les classes de Chern-Mather de la varidténotéscM (M):

k .
[R] = Y (-1 (m“i‘ k*')c%omlm)iﬂcﬁﬁkﬂ(M), (1)

i=0

ou O(1)u désigne larestriction aM du dual du fibré universel d&". Nous
remarquongjue, au cas ou la variétd est lisse, les classes de Chern-Mather
sont les classes de Chern homologiques usuelles et I'expression ci-dessus coin-
cide avec une formule obtenue par Todd [To]. Nous pouvons, en plus, inverser
formellement les expressions ci-dessus pour obtenir

k
(M) = Y (=D

(m+l—k+i
i—0 :

>c1(<9(1)|M)‘ N[Pei],

ce quimontre que les classes de Chern-MatheMdsont determinées par les
classes polaires.

Dans cet article, nous travaillons avec une variété analytique lisse, plongée
dans un espace projectif, pourvue d’'une distribution holomorphe singuliére de
sous-espaces de son fibré tangent. Cet objet, défini dans la section 3, est consisté
d’'un sous-faisceau analytique cohérent du faisceau tandéntiEengendre une
distribution de sous-espaces de I'espace tangkhhars de I'ensemble singulier
de la distribution, un ensemble analytique de codimension 1. Cet objet est une
généralisation de la notion de feuilletage de Baum et Bott [BB], de laquelle on
supprime I'hypothése d'intégrabilité.
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CLASSES POLAIRES 31

En utilisantles espaces définis par la distribution et un drapeau comrtye en
nous définissons des lieux polaires associés a la distribution. Nous prouvons,
dans la section 3, que ces lieux polaires définissent, pour un choix générique du
drapeau, des classes dans le groupe de Chow de la variété ambiante: ce sont les
classes polaires associées a la distribution. Nous prouvons dans la section 4 une
formule analogue a (1), reliant les classes polaires de la distribution et les classes
de Chern-Mather de son faisceau tangent. Dans la section 5, dans le cas ou la
distribution est définie par un fibré vectoriel et un morphisme de celui-ci sur le
fibré tangent a la variété ambiante, nous obtenons une expression des classes
polaires en fonction des classes de Chern de ce fibré vectoriel. Finalement, dans
la section 6 nous utilisons les degrés des classes polaires de la distribution pour
établir des bornes pour certains degrés des classes polaires associées a une variété
analytique invariante.

Je remercie vivement Jean-Paul Brasselet, qui aaccompagné tout le développe-
ment de ce travail, pour m’avoir montré, a plusieurs reprises, la bonne direction
a suivre. Je remercie aussi I'lnstitut de Mathématiques de Luminy a Marseille
pour m’avoir procuré des conditions de travail idéales pendant la préparation de
ces notes.

2 Cycles de Schubert

Tout au long de ce travail, les classes considérées sont éléments du groupe de
Chow de la variété concernée. Nous notch&t c, les classesle Chern co-
homologiques et homologiques, respectivement.

Soit G = G(p, n) la grasmannienne des espaces linéaires de dimepsion
aussi appelép-plans, dan®". Onsait queG est une variété analytique lisse de
dimensiong = (n— p)(p+1). SoitD un drapeacomme er(x). Considérons,
pour chaqu&k = 1, ..., p+ 1, I'ensemble défini par la relation

ok ={A € G(p,n); dim(A N Lp_ky2) > k—1}.

Cet ensemblest une sous-variété analytique @ede codimensiork, appelée
la k-iemevariété de Schubert. Sa classe dans le groupe de Ch@y dppelée
k-iemecycle de Schuberest indépendante du drapeau choisi [GH].

Nous fixons la notation suivante: polrsous-espace linéaire @8, onnote
V, le sous-espaoeectoriel deC"** de dimensiomlim L + 1, qui lui correspond.

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006



32 ROGERIO S. MOL

Ona
A €og & dimVanVy,,, > k-1
& dimVy+V ) < dmVy+dmV, - (k-1
= (p+D++1-—(p—k+2)—(k—1) = n+1.

Donc, leséléments der, sont précisémernies éléments d&(p, n) dont les
espaces affines correspondants ne sont pas, par rapgpjt,a, en position
suffisamment générale pour engendzét?.

Pour unsous-espace vectoris! ¢ C"1, considérond'espace duaV* =
Homg(V, C) comme sous-espack (C"1)*. Remarquongjue V* = {y ¢
(C™1)*; v+ = 0}, ouile symbole “" indiquele complément orthogonal dans
C"*+1 par rapport un produit intérieur hermitien choisi. Notokg = Vﬁpfk+2
et W* son dual. Nous notons pag le fibré universel, ou tautologique, sGr,
c'est-a-dire le fibré de rang + 1 dont la fibre au dessus de € G estV,,
I'ensemble desecteurs deA. Linclusion de fibrésS « 6‘?1 ou 6‘?1 est
le fibré trivial de fibre C™*! et debaseG, induit, par dualité, une projection
Cr+1 > &, Larestriction de cette projection au fibré trivil* de fibrew*
sur G est unhomomorphisme holomorphe de fibrds W* — S*. Sinous
notonsp, la restrictionde p a la fibre au dessus de € G, nous avons

A €ox < dim(V, +VLp—k+2) < n+1

— dmNVg+VE ) < n+l

< dimp,(W") < p—k+2

p—k+2 p—k+2 p—k+2

&= N r:C~ A\ W' — /A V;estlapplicatiomulle.
Nous venons de prouver le lemme:
Lemme 2.1.0 est consistéles pointsA € G pour lesquels 'homomorphisme

p—k+2 p—k+2 p—k+2
/\ﬁ:CN /\W*—> /\S*

est identiquemenmtul, ouiC est le fibré trivial de fibreC sur G.

En conséquence du lemme ci-dessus et de la formule de Thom-Porteous [Fu,
Th.14.4, Ex.14.4.1], nous obtenons

[ox] = (S NI[G]. @)
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3 Classegolaires pour une distribution holomorphe singuliére

Soit M une variété analytigue complexe lisse connexe. On Mdikeson fibré
tangent,©® son faisceau structural, & = O(T M) sonfaisceau tangent. Une
distribution holomorphe singuliérde sous-espaces tangefitsoutout simple-
mentdistribution, est défini comme un sous-faisceau analytique coh#remte
O, appeléaisceautangenta F. Le faisceau quotientN' y = ©/7  s’appelle
faisceau normaé la distribution. On a une suite exacte de faisceaux:

0—>T}*—>@—>N}“—>O

D’une maniére générale, I'ensemble singulier d’'un faisceau analytique co-
hérentS, notéSing(S), consisteen les points déV ou la fibreSy n'est pasun
Ox-module libre.On appelle SinglV ) 'ensemble singuliedela distribution
F et onle note Sing¥). EvidemmentSing(T ) C Sing(¥). Il suit de la
définition que SingF) est unensemble analytique de codimension au moins 1.

Soit p le rang de la partie localement libre de;. On appelle ce nombre
la dimensionde F. Au-dessusie My = M \ Sing(f) le faisceauT zy, est
localement librell correspond donc & un fibré vectorielf de rangp, sous-fibré
deT Mu,, qu’onappellefibré tangent la partie reguliére de la distribution. On
noteT, F la fiboredeT F au-dessus de € M.

Dans lecas ou le faiscead 5 est irvolutif, la distribution de sous-espaces
vectoriels de dimensiop dansT My, est intégrablegd’apres le théoreme de
Frobenius. On obtient donc un feuilletage holomorphe régulieMgedont
'espacetangent a la feuille passant pare Mg est T, F, fibre de T F au-
dessus d&. On a donc dand un feuilletage holomorphe singulier (voir [BB]).
Cependant, I'hypothése d'intégrabilité ne sera pas necéssaire au long de ces
notes, ce qui nous permettra de considérer la classe plus générale des distributions
holomorphes singuliéres.

Supposons maintenant give soit une sous-variété d&'. Dansce cas, pour
chaquex € My, le sous-espac&, F C TxM définit demaniére unique urp-
plan deP" contenank, noté T F. Cettecorrespondance définitdpplication
de Gausgour la distributionf:

7 My — G(p,n)

X Tf’f.

C’est unmorphisme analytique qui, en tant qu’application définieMuyest une
application rationnelle.
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34 ROGERIO S. MOL

SoientM C P" une \ariété analytique lisse de dimensioret F une distrilu-
tion holomorphe singuliére de dimensipsurM. Supposons qu&" soit pourvu
d’'un drapeauD comme(x). Pourk =1,..., p+ 1, lek-iemelieu polaire de
F par rapportaD est définipar

P/ = Adh{x e M\ Sing(F); dim (TF¥F N Lp-k2) > k—1},

ou l'adhérencéddhest prise danbl. Celui-ci peut étre aussi défini par I'applica-
tion de Gauss associégfa

P/ = Adh {(@7) Y(ow)},

ou ok est lak-iemevariété de Schubert dar3(p, n). Remarquons que, en
analogie a ce qui se passe pour les variétés de Schubert, ur got\ Sing(F)
appartient ?{ si etseulement s‘i/TX]pf etVi, .., N‘engendrent paB"*1. Nous

étendonda définition ci-dessus R = 0 en posanP; = M.

Exemple 3.1. Analysonsla situation ouM = P" etk = p = 1. Dansce cas,
la condition d’'intégrabilité est immédiate ¢t est unfeuilletage holomorphe
singulier. On peut supposer que codif) > 2. Onax € Pf N (M \ Sing(¥))
si etseulement si diiT,” F N L) > 0. Cela veut dire que la droif€} F doit
rencontrer I'espacknéaireL , de codimensio2 du drapeau et, par conséquent,
TF F etL, définissent utyperplan tangent a la feuille passant patJn calcul
direct montre que Singr) est dans¥adhérence deP{r N (M \ Sing(f)) etdonc
Sing(F) C Pf. Cesremarques nous permettent de constrlﬁifea partirdu
pinceau d’hyperplang{ = {H}ept d’axe L,: pourchaqueH; € H, nous
définisson®iv (H;, F) comme I'ensembldes points € H; ou H; et F ne sont
pastransverses, c’'est a dire,

Div(Hy, F) = (Sing(F) N Hy) U {x ¢ Sing(F); Ty C H}.

Nous aons alors:
P/ = | Div(H:. 7).

1
telPg

L’ensembIePf apparait eiSol], ou il est appeléiviseur de tangencede F
par rapporta H et notéDsr. Soit Hy € H un hyperplan générique, alors
Div(Hy, F) est unehypersurface algébrique dakk ~ P"! de dgréd,. Ce
nombres’appelle le degré du feuilletagé. Remarquonsjue P{ est unehy-
persurface dé" de dgré dy + 1, puisquel’axe L, est entierementontenu
dansP? .
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SoitGy = Gy (p—1,m—1) le fibrédes grassmanniennes des sous-espaces
vectoriels de dimensiop associé au fibré tangent\d. C’est un fibré de base
M dont la fibre au-dessus dee M est la grassmannienne des sous-espaces
vectoriels de dimensiop de Ty M.
Le fiboréz : Gy — M admet au-dessude Mg = M \ Sing(f) une section
S définie par
So(X) = TxF ., X € Mo.

La transforméede Nashde M par rapport a la distributiorfF, notéeM, est
I'adhérence déVip = so(Mo) dansGy (voir [Se],[BS]). Nous remarquons que
M est une variété analytique de dimensionéventuellement singuliére [Wh,
Th.16.4].

La restriction de la projection a M, notée, est une application analytique
propre, puisquer est une fibration a fibres compactes. Le lieu singulier de
M est contenu dang - L(Sing(F)) et la restriction g, : Mo — Mg est un
biholomorphismeentre variétés lisses.

Observons que, puisqué est plongée darB", ona un plongemengy —

M x G(p, n) construit dda fagon suivante: a un élémevite Gy au-dessus

dex € M, c’esta dire, & un sous-espace vectoriel de dimenpide T, M, nous
associonunique p-plan deP" qui passearx et de direction determinée per
NotonsM l'image deM dansM x G(p, n) parce plongemengtw : M — M
l'inverse de lisomorphisme analytique correspondant. Nous avons donc un
diagramme d’applicationsnalytiques

M c M x G(p,n) i> G(p, n)
Tl

M C Gy

7l

M

ouy dénote laestrictioraM delaprOJectlon naturelld x G(p, n) — G(p, n).
Observongjue Mg = nfl(Mo) est unevariété lisse eyueT |y, : Mo — Mo
est unbiholomorphisme.

Avec les notations précédentes, nous avons

#om) XPL NMo) = ¥ (61) N Mo. (3)
Il résultede (3) et du lemme (3.2) ci-dessous que
P/ = #om (W (ov)).
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Notonsﬁir — ¥ “(ow) C M, cequi nous donne®] =7 oﬁ(ﬁ{). L’applica-
tion de Gauss s'écrit
o7 = YoFo f)l_ml

L'ensembleﬁ{, bien que contenu dans une variété possiblement singuliére,
a l'avantage d’étre I'image inverse de I'objet analytiguepar le morphisme
analytiquey,. Par contre, le lieu poIairePkf est, lui,contenu dans une variété
lisse, mais est défini pap? , uneapplication au mieux rationnelle.

Observons que le fibré vectoriél restriction aM du fibré universel d&y,,
est une‘extension” du fibré tangent a la partie reguliére e En effet, nous
avons _

T“\WO = ﬁl*mo-rf

En tenantcompte de ce qud est plongée danB", on peut construire un
fibré vectorielS de rangp + 1 surM de la facon suivante: pour chagues M
au-dessus dg(x) € M, nous prenons 'uniqup-plan deP" qui passear (X)
dans la direction dd,. Ce p-plan, a son tour, correspond a un sous-espace
vectoriel de dimensiop + 1 deC"! qui serda fibre au-dessus dedu fibréS.

Le flbre S peut étre relevé en ufibré S = 7*S sur M. Remarquonsjue
S=y" S, ouSdeS|gneIe fibré universel suG(p, n). En outre, pwsqus est
sous-fibré du fibré trivial de fibr&"+* surG(p, n), Set'Ssont desous-fibrés
deCn etdeCn, fibréstriviaux de fibreC"*! et debaseM et M, respectiement.

La démonstration du résultat suivant se trouve dans [Pi]:

Lemme 3.2. [Lemme de transversalité]SoientV une variété analytique ré-
duite et équidimensionnelle €: V — G(p, n) un morphisme analytique.
Pour un drapeau génériquB comme erfx) etpour chaquek =1,...,p+1
la variété de Schubett = oy a lespropriétés suivantes:

(i) L'ensembled~1(o) estsoit vide, soit équidimensionel, et sa codimension
dansV est égale a celle de dansG(p, n) ;

(i) & (o) estréduit ;
(iii) siU c V estun ouvert dens& (o) estdenselansd (o) ;
(iv) le cycled*[o] est biendéfini et égal { ()]

Dansle méme esprit que ce qui a été fait pour les variétés de Schubert, il

est possible deléfinirﬁﬁr comme I'ensembl@e zéros d’'un homomorphisme
de fibrés. Considérons, de nouveau, le complément orthoyuraz A/

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006
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dansC"*! et W* son duaI.Soit*W le fibré trivial de baseM et defibre W. La
restriction de IgrojectionC+1 — S aw” définit unhomomorphisme

7:W >35S (4)

Un raisonnemegt semblable a celui de ladémonstration du lemme 2.1 nous amene
aconclurgqueP; consiste etes pointsx deM pour lesquelshomomorphisme

APHKEB T~ \PRWT s AP (5)

est identiquementul, ennotantC le fibrétrivial de fibreC etbaseM. Enfait,

nous aonsp = ¥ p, olp : W* — S* a étédéfini dans la section 2.

Proposition 3.3. Pour un choix générique d’un drapeducomme erix) etpour
k=1,...,p+1,1la cIasse[Pkf] € An_x(M) est indépendantdu drapeau
choisi.

Démonstration: Prenons un drapeau, génériquement choisi de fagon que le
lemme de transversalité 3.2 s’applique. Des propriétés (i) et (iliemimne,ﬁ{
estunevariété réduite, ou vide, ou de codimensioria propriété (iv), appliquée
ay : M — G, montreque

[Fi] = [17'@0] = ¥l
= ¥ (cSHNIGD (par(2))
= c@'SHNY G
= cXSHNn[M].
Donc, [5{] ne dépendpas du drapeau générique choisi. La propriété (iii)
appliquée a I'ouert My et lefait que o 753, : Mo — Mg soit unbiholomor-

phisme impliquent que
~ [BF
[Pe] = 7 [].
Ceci démontrea son tour, I'indépendance c[ePf] par rapportau drapeau

générique. D’autre part, de la remarque faite concernant la dimensiﬁ dé
résulteque[Pﬂ € Am_i(M). 0
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4 Formule de Todd

L'objectif central de cette section est de prouver une formule analogue a (1) pour
les classes polaires associées a une distribution. Commencgons par la proposi-
tion suivante:

Proposition 4.1. Il existe une suite exacte courte de fibrés
0 — FODm — S — TRFTO(-1)y — O, (6)

ou O(—1)u designe laestriction aM du fibré universel dé".

Démonstration: Dela suite d’'Euler de fibrés si@®"
0 — C — (OO — TP" — 0, (7)

(voir, par exemple, [GH]), nous obtenons, aprés tensorisatio®pad), une
suiteexacte courte

0 — 0(-1) — Cc™! % TP @ O(-1) — O. (8)

Remarquonsl’abord que, pour obtenir le sous-espace vectorieC#e" cor-
respondant & € P" et aun sous-espacé C TP", il suffit de prendre 'image
inverse deV ® O(—1)x par ’lhomomorphismex. Limage réciproque de (8)
parz donne

—

0 — 7T'O(-)jm — C*1 — FT*TPLIM @ T*O(—1)w —> 0.
Alors, d'une part la pré-image ¢ el de T ® T O(—1)m estS, d'autrepart

le noyau de la prOJectlolS - T® 7*O(—=1)m est évidemment*O(—1)m.
Cela terminda démonstration. O

Nous sommes donc en mesure de prouver le résultat central de cette section:

Théoreme 4.2.La k-ieme classe polaire d¢ s'écrit
& (P+1-K+i .
[P{ ] = Y (b ( i ) cHO@yM)' N ey i (T ),
i=0

ouicM désigne laclasse de Chern-Mathévoir [Sc] et [K]).

Bull Braz Math Soc, Vol. 37, N. 1, 2006
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Démonstration: Nousavons vu dans la démonstration de la proposition 3.3 que
[ﬁf } = &EHn[M].
En prenankimage réciproqu@arr de lasuite exacte duale de (6), nous obtenons
0 > T @FomOLM — S — Fom*OL)ym — O,

qui, par la propriété de la somme de Whitney, nous donne

k
ESH = Y T @ Fom* OLym) U ((F o) O(L)m)
j=0
= MT @ Fom*O(L)m)
+ T @ (F o) *O(L)m) U CH(F o T)*O(L)m)-
Nous aons

KT '® @ om*O(L)m) =
k .
Z (p o ik + I) ETITHUC(F o f)*O(l)\M)i
i=0

KT Q@ @B om)*O)m) =

k
3 (p K+ ') (T UCH(F o) O (L)) %

i=1
Ces apressions, avec le fait qu&(T ) = (—1)ici (T), nousdonnent la relation
5F : i(P+1—k+i i N —
[Pi] = v ( i )(c%(ﬁoﬁ)*oum)' U (M) NIMI,
i=0
qui, projetéegparm surM, nousdonne
5 : (PHl—k+i e
[Pkf] = Z(—l)k" (p i )(cl(ﬁ*O(l)M)' Uc(T)) Nn[M].
i=0

Onachéve la démonstration en prenant I'image de cette derniére expression par
7 et en tenant compte de ce (gl , (T #)) = 7.(c*(T) N[M]). O
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Parinversion de I'expression du théoréme ci-dessus, il est possible de calculer
les classes de Chern-Mather du faisceau tangent a la distribfitéopartirde
ses classes polaires. C’est le contenu du

Corollaire 4.3. Pourk =0, ..., p, nous avons

k .
Ch(T) = Y (-1 (p HLok ') cowm' n[PL].

i=0

5 Distributions localement repérées

Pour une classe importante de distributions, on peut écrire une formule explicite
reliant les classes polaires d’'une distribution et les classes de Chern usuelles de
son fibré tangent. Nous avons la définition suivante:

Définition 5.1. Soit F une distritution holomorphe singuliere de dimensipn
dans une variété analytique lisse Nous disons qug estlocalement epérée
si elle est définie par un fibré vectoriel de rgqmgc’est-a-dire s'il existe un fibré
E de rangp sur M et un homomorphisme de fibrds E — T M, injectif sur
Mo = M\ Sing(F), telsque, pour touk € Mo, I'imagede la fibreEy par f est
T« F. OnappelleE le fibré tangen& F et onle noteT F.
La propositionsuivante caractérise les distributions localement repérées tout
en justifiant cette terminologie:

Proposition 5.2. Soit F une distrilution de dimensiorp dans une variété an-
alytique lisseM. Si T est localementepérée alors il existe un recouvrement
ouvert{U,} de M et, pourchaquex, des champs de vecteuwss, ..., v, p tels
que:

(1) ve,1(X), ..., vep(X) engendentT, F, six € M\ Sing F) ;
(i) ve,1(X), ..., v, p(X) sONt lineaiement dépendants, sic Sing(F).

Réciproquement’il existe un tel recouvrement et des tels champs de vecteurs
satisfaisan((i) et(ii) et si, en pluscodimSing(F) > 2, alors F est localement
répérée

Démonstration: Supposons, d’abord, que soit localementepérée. Soient

T F le fibrévectoriel de rangp surM et f : TF — T M I’homomorphismele
fibrés donnés par la définition. Considérons un recouvrefigntde M par des
ouverts de trivialisation d& . Notons{ey, .. ., ey} la basecanonique d€P et

Swi, pouri =1,..., p, la section d& F au dessudeU, qui corresponddans
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la trivialisationU, x CP, ala section constant. Il suffit donc de prendre pour
vy I'ilmage des,; par ’lhomomorphismef .

Réciproquementsupposons que la propriété de I'énoncé soit vraie. Pour
Uy = U, NUg # @, considérons un point deU,g \ Sing(F). Il existe donc
un unique isomorphisme linéai@,s(x) € GL(p, C) tel que

Vai (X) = Ggp(X)vg,i(X) pouri =1,...,p.

Cela definit une application analytiqug,s : Uys \ Sing(F) — GL(p, C).
Puisque Sin@gF) a codimensiorau moins 2, cette application s'étend en une
application analytique définie sur tdutg, etnotée de la méme facon. Il résulte
de leur définition que les fonctioni, s obéissent &a condition de cocycle, soit:

() Gap(X)Gpa(X) = 1pV X € Uyp, SiUyp # @ ;

(i) Gup(X)Gpy (X)Gyo(X) = 1pV X €Uy, =U, NUgNU,, siUy, #9,

ou |, désigne l'identitéde GL(p, C). Les fonctions(G;ﬁ)‘l, ou“'" désigne
latransposition, sont donc les fonctions de transition d’un fibré vectoriel de rang
p notéT F. Pourdéfinir Thomomorphismef : TF — T M on procéde de la
maniére suivante: pour chageenous prenons une trivialisation locélg x CP
de T F et nousdeéfinissonsf (x, (t1, ..., tp)) = tivg 1(X) + - - - + tpvy, p. Cette
définitionlocale est compatible avec le cocycle défini par les fonct(@j,g)‘l

et produit’homomorphismef désiré. |l est clair qud n’est pas injectif sur, et
seulement sur, Sing). O

Le faisceau tangeri 5 associé aine distribution localement repérgede
rang p sur unevariété lisseM est le sous-faisceau d@ = O(T M) engendré
parles “sections" de I'image du fibr& F dansT M. Autrement dit,7 5 est
engendré pales germes de champs de vectews, ..., v, p donnés pata
proposition 5.2. Le faiscedli r estdondocalementlibre de ranget ses classes
de Chern-Mather coincident avec les classes de Chern homologiques usuelles
du fibré T F (voir [K]): ¢M (T ) = c*(T F) N [M]. De maniére réciproque,
une distribution dont le faisceau tangent est localement libre et dont 'ensemble
singulier a codimension au moins 2 est localement repéré. On remarque que la
proposition 5.2 est une version en dimension plus haute du théoréme 1 de [G].

Exemple 5.3. Une distribution de dimension 1 — donc un feuilletage holo-
morphe singulier — dont 'ensemble singulier a codimension au moins 2 est
localement repérée. En fait, il suffit de veérifier qu’une tel feuilletage est locale-
ment engendré par un champ de vecteurs analytique. Le probléme étant local,
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nous pouwns le considérer dans un polydisgiec C". Pourchaque point
x € A\ Sing(f), considéronsu(x) = (w1(X), ..., wp(X)) un vecteur tangent
a la feuille qui passe par. Supposons que la coordonég(x) ne soitpas
identiquement nulle. Nous définissons ainsi des fonctions méromorphes

w1(X) wp—l(x)

u)p(X) N (pp_l(X) = wP(X)

Puisque SingF) a codimensiorau moins 2, ces fonctions s’étendent en des
fonctions méromorphes sut. Ces extensions peuvent étre écrites comme des
guotients des fonctions analytiques définiesAute la maniére suivante:

p1(X) = surA \ Sing(f).

o= g = 2
1 — ey p—l—_~

O Op-1
Nous définissons, comme leplus petit commun multiple des, ..., gp_1.
Finalement, nouposonsyy = @1vp, ..., vp_1 = @p_1Vp. LEchamp analytique
v =(v1,...,Vp-1, Vp) €NgENdref surA.

Nous aons le résultat suivant:

Théoreme 5.4.Soit F une distritution localement repérée de fibré tanganf.
Alors sak-ieme classe polaire s’écrit

k

[P{] = >0 ('” Lok ') (O U (TF) N M.

i=0

Exemple 3.1. [Revu] Un feuilletageF de dimensionl et de degrél, dans
M = P" a pourfibré tangento(1 — dy) [MS]. Du théoréme précédent, nous
obtenons

[PI] = DO do) N B+ ()c©O() N 7]

= (do+ el (O) N[P"],

d’ou nousconcluons quePf est unenypersurface analytique de degkg+ 1.

6 \Variétés invariantes par une distribution

H. Poincaré, en 1891, a consideré la question suivante: étant donnés un feuil-
letage F deP? et unecourbe algébriqué invariante parf, estil possible de
borner le degré d¥ en fonction du degré d¢ [Po]? Engénéral, cette question
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a uneréponse négative. Considérons, par exemple, le feuillefageP? défini

par I'équationpydx + gxdy= 0, ou p etq sont des entiers positifsf a degré

1 et pourtant la courbe d’équatia® — y9 = 0 est’F-invariante et son degré est
max{p, q}. Cependant, des réponses affirmatives ont été obtenus dans certains
cas, tels que le cas ou la courbe admet seulement des singularités nodales [CL]
(voir exemple 6.6 ci-dessous) et celui ou la courbe ne contient pas des singularités
dicritiques du feuilletage [Ca]. Pour les dimensions plus grandes, on cite [BM],
ou le degré d’'une hypersurface Be est bornépar le degré d'une distribution

de dimension quelconque qui la laisse invariante.

M. Soares a obtenu en [So] et [Sol] des bornes pour les degrés de certaines
classes polaires d’'une variété analytique lisse invariante par un feuilletage de
dimension 1 déP" en fonctiondu degré du feuilletage. En ce qui suit, nous
généralison ce résultat pour une distribution holomorphe singuliére de dimension
guelconque d@" laissant irariante une variété éventuellement singuliére.

Soit F une distrilution holomorphe singuliére d&" de dimensionp. Nous
disons qu’une variété analytiqie c P" de dimensiorg > p estinvariante
parF siV ¢ Sing(F) et Ty F C TxV pour toutx € V \ Sing(‘F). Supposons
gu'unetelle variétéV existe et qu’elle soit compacte.

Les degrés polaires d¢ sont les degrés des classes polaires associés a
En fait, on considere le degré des images de ces classe#Add@ny, induites
parlinclusion V < P". Onles notep, = dedR'], k = 0,...,q. Puisque
Py =V, alorspy estledegré dé/. D’une maniére similaire, nous définissons
les degrés polaires df comme étankes degrés des classes polaires associées.
On les notey! = dedP/1,k=0,..., p.

Choisissons un drapeau comme en (*) suffisamment générique. Considérons
les lieux polaires d& et de’f par rappora ce drapeau. On a

Lemme 6.1.Dans la situation décrite ci-dessus, orPé( C Pg.

Démonstration: Rappelonges définitions:
P = Adh {x e V\SingV); dim (T, VNLy >q-—1};
P7 = Adh {x € M\ Sing(F); dim (T{F NLz) > p—1}.

PuisqueV estF-invariant, ond,” F C TV partout olces deux espaces sont
définis. L’ensembIeP(;’ est constituéle points isolés et donc, par (iii) du lemme
de transversalité 3.2, on peut supposerlé[g‘rﬁec V\ (Sing(V)USing(f)). Soit

xePR/, si T,Vcly alors TAFCTV C L,
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et donc
xeP/: si TPV # L, alors dimT/VNLy) =q-1,
c’est adire, T,V N L, a codimensior dansT,”V. Ona donc
dm(TEF N Ly = dmT FN(TIVNLY) > dm(T F) -1 = p—1,

ce quiimpliquex € P} . O

Quitte amodifier le choix deL,, on peut supposer qué ¢ Pg. Puisque
P/ =V, le lemme ci-dessus implique qu'il exisfe 0 < j < q — p, tel que
P, c PJ maisP) ;_, ¢ PJ. Enfait, il peuty avoir plusieurs -p au plus —
choix possibles d¢ satisfaisant cette propriété. Du fait qB§7]— C Po}’fjfp, on
déduitque

\Y; \Y F
Po—j C Pj_pN Py
Remarquons quie choix dej implique en particulier qu@q"_j_p est norvide,
et donc,oc\l’fjfp # 0. Une comparaison de degrés d@fimous donne

v v F
Pg—j = Pg—j—pPp >

ce quinous nous permet d'établir une limitation pourpéeme degré polaire de
F en fonctiondes degrés polaires d& C’est le contenue du théoréme suivant,
qui généralise le Théoreme 1 de [Sol].

Théoréme 6.2.Soit F une distritution holomorphe singuliére de dimensipn
deP" admettant uneariété analytigue compacte invarianie Alors

v
Pq— F
Pg—j—p

ol j estumombre compris ent@etq— ptelqueP,’ ; c P etP) ; ¢ PJ.

SiV est unesous-variété analytique lisse 8 de dimensiory, définie par
I'intersection des ensembles de zérosdal polyndmes de degrés, . . ., dy_q,
alors lesdegrés polaires d€ sont donnés par les expressions suivantes ([To] ;
Voir aussi [So]):

ply - (dl e dn_q) W(kn_q)(dl - 1, ce ey dn_q - 1),
ou

WO Xee oo Xnsg) = 3 XX

i1+...+in_q=k
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est lafonction symmetrique compléte de deggrénn — q variables. Cela nous
donne le corollaire suivant:

Corollaire 6.3. Soit F une distrilution holomorphe singuliere de dimension
p deP" admettant uneariété analytique compacte invariantede dimension
g. SiV est lisse et défini par l'intersection des ensembles de zéros-de

polynémes de degréh, .. ., d,_q alors
WP — 1, ... Ohg — 1)
= =0y
”Wgﬂ“m—l, dnq—n

ol j estumombre compris ent@etq— ptelqueP,’ ; c PJ etPy ;¢ PJ.
Dans lecas oWV est une hypersuface lisse de dedrén a alors

\% (1)

Pg—j _ nll() —(d—l)p
v = = .
Pq—j-p Wr(11—)1—j—p(d)

On obtientdonc

Corollaire 6.4. Soit F une distrilution holomorphe singuliére de dimensipn
deP" admettant unéaypersurface invariante lisse de degtéAlors

d-1P <p].
En particulier si p = 1, on obtient
d<do+2

ol dg est ledegré def.

Dans lecas ou la variété invariané est de méme dimension que le feuilletage
F,lenombrej ci-dessus est nul. On a donc I'inclusi@rg’ cVvn PJ;. Cela
nousdonne

Corollaire 6.5. Soit F une distrilution holomorphe singuliere de dimension
p deP" admettant uneariété analytique compacte invariantede degréd et
de dimensiorp, alors

Py

P F
d p

<pp-
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Exemple 6.6.Supposonsgjue F soit unfeuilletage de dimension 1 et de degré
do deP? admettant uneourbe analytique invarianiede degré. Remarquons
gue, dans ce cas, Sif1fj) est constituéle points isolés. On a

Pfcrnpl.

Comme pailleurs, SingI") C Sing(F), il vient SingI") C Pf. On conclut
donc que
Pf USing() c T NP,

Parle théoreme de Bézout, nous avons
pr+ D> mg =dp],
g e Sing(")
oumg désigne lanultiplicité deg. On a la formule suivante (voir [Pil]):

pi =dd-1— > (ug+mg—1),
g€ Sing(l')

ou uq est lenombre de Milnor dd” enq e Sing(I'). Puisquepf = do + 1,
nous obtenons

dd-—1— > (g—1 < ddo+1),

g€ Sing(I")

résultat prouvépar [So]. Dans le cas d’'une courbeavec singularités nodales,
i.e. telle queuq = 1 pourtout pointq € Sing(I"), nous avons

d < do+2,

inégalitéobtenue par Cerveau et Lins Neto [CL].
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